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В XVIII в. основополагающую роль в формирующейся дифференциальной геометрии сыграл 
Леонард Эйлер (1707–1783). В предлагаемой статье проанализируем его работы, в которых 
излагается вопрос об определении кривизны плоских кривых.  
Во втором томе «Введения в анализ бесконечных» (1748 г.) [1]  Эйлер изложил учение о 
кривизне плоской линии. Прежде всего, исходную кривую   0, utF  в окрестности некоторой ее 
точки он аппроксимирует  алгебраической кривой: 
...0 2322  uGtFtEuDtuCtBuAt (до n степени включительно). 
Затем он находит параболу 
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которая в окрестности исследуемой точки «оскулирует» эту алгебраическую кривую, т.е. «не только 
касается ее, но и как бы сливается с ней». Следует отметить, что вершина найденной параболы 
совпадает с выбранной точкой на кривой. 
Далее устанавливается, что радиус кривизны параболы brs 2  в ее вершине равен b
2
1 . 
Отсюда радиус кривизны исходной кривой в рассматриваемой точке равен    
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Все точки кривой Эйлер разделил на три вида: 1) точки непрерывной кривизны [рис. 1],  2) 
точки перегиба [рис. 2], 3) точки заострения [рис. 3].  
Для определения вида точки он предлагает заменить алгебраическую кривую в окрестности 
этой точки параболой, уравнение которой имеет вид: 
mn rs  , тогда 
1) если m – нечетное, n – четное, то исследуемая точка является точкой непрерывной 
кривизны (например, для параболы rs 2  начало координат – точка непрерывной кривизны [рис. 4]); 
2) если m – нечетное, n – нечетное и nm  , то в точке наблюдается перегиб (например, для 
параболы rs 3  начало координат – точка перегиба [рис. 5]); 
Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 
3) если m – четное, n – нечетное, то в точке кривая имеет заострение  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(например, для параболы 
23 rs   начало координат – точка заострения [рис. 6]). 
Случай, когда m и n – четные, сводится к одному из рассмотренных. 
В мемуаре «Легкий способ нахождения радиуса кривизны из принципа максимума и 
минимума» (представленном 1789 г., но опубликованном в 1793 г.) [396] Эйлер показал подробный 
вывод формулы радиуса кривизны плоской кривой:   
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«оскулирующей» параболе. 
Рассмотрим ход его рассуждений. Кривая AY  [рис. 7] задана уравнением:  xyy  , причем 
функция  xy  дважды дифференцируема. Обозначим через p  ее первую производную, а через q  – ее 
вторую производную. Требуется определить радиус кривизны этой кривой в 
некоторой точке  yxY ; .  
Пусть соответствующий центр кривизны этой кривой находится в 
точке  gfO ; , тогда уравнение окружности кривизны имеет вид:   
    222 OYgyfx  . 
Продифференцировав обе части этого уравнения и проведя 
несложные преобразования, получим  gypxf  .         (*) 
Если еще раз продифференцировать и сделать соответствующие 
замены, то будем иметь 
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Предложенный Л.Эйлером способ нахождения радиуса кривизны плоской кривой в 
дальнейшем вошел во все учебные руководства по дифференциальной геометрии. 
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